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4 GEODESIA 

 

4.1 PREMESSE 

Fin dall’all’antichità ci si poneva il problema della forma della Terra e della sua rappresentazione. 

Già gli egiziani, circa 1500 anni a.C., ipotizzavano una Terra sferica e solo molto dopo il 

matematico greco Pitagora (intorno al 500 a.C.) ne era fortemente convinto sebbene altri filosofi 

avessero opinioni differenti,  ad esempio Talete (625-547 a.C.) concepiva una Terra piatta, come 

un disco galleggiante in un oceano, Aristarco (310-250 a.C.) ipotizzò un sistema planetario 

eliocentrico, anticipando il modello formulato molto tempo dopo dall’astronomo Keplero, 

Anassagora (500-428 a.C.) estese l’ipotesi della sfericità non solo alla Terra, ma anche al Sole e 

alla Luna. Eracleide (388-315 a. C.) ne studiò moti ed affermò che la Terra ruotava non solo intorno 

al proprio asse ma anche intorno al Sole. Fu per primo Aristotele (384-322, a.C.) che intuì la 

esistenza della forza di gravità, che argomentò proprio a partire dalla sfericità della Terra. Secoli 

dopo (500 anni fa circa), Cristoforo Colombo durante le sue navigazioni notò che presso le foci 

dell’Orinoco la navigazione era ostacolata dalla corrente contraria del fiume che si incontrava con 

la marea oceanica; per questo pensò che quella zona fosse caratterizzata da una forte gibbosità della 

Terra culminante sui monti da dove nasceva l’Orinoco, sui quali si credeva si trovasse il paradiso 

terrestre.  

Per quanto riguarda la misura della Terra, il primo a misurarla, fu Eratostene (276-194 a.C.). Le 

sue osservazioni posero una pietra miliare nella storia della geodesia. Eratostene, per stimare le 

dimensioni della Terra si basò su semplici osservazioni: a mezzogiorno del solstizio d’estate i raggi 

del Sole illuminavano il fondo di un pozzo posto a Syene (l’attuale Assuan), che si trova molto 

vicina al Tropico del Cancro (fig.1). Dedusse quindi che questi dovevano essere verticali al luogo 

di osservazione. Allo stesso momento nella città di Alessandria, che giaceva sullo stesso meridiano, 

i raggi del Sole che colpivano un obelisco, producevano un’ombra di una certa lunghezza e 

formavano di conseguenza un certo angolo con la verticale, qui determinata mediante un filo a 

piombo. Eratostene calcolò quindi questo angolo misurando la lunghezza dell’ombra e trovò che 

questo valeva 1/50 dell’angolo giro (pari a 7° 12’). Misurò quindi in stadi la distanza che separava 

Syene da Assuan, trasformando i giorni di marcia di cammello in distanza (stadi). Trovò un valore 

pari a 5.000 stadi da cui poté quindi calcolare il raggio terrestre con l’equazione R=s/ω . Poiché 

5.000 stadi corrispondono a 787,5 km, il raggio terrestre misurato era pari a R = 6267 Km. Questo 
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valore si discosta solo di meno del 2% rispetto al suo valore Rm = 6373 Km (fig. 1), che rappresenta 

il raggio medio della Terra, misurato solo nei tempi moderni con sofisticate strumentazioni. 

Affinate stime sulla sfericità della Terra avvennero solo dopo la scoperta della gravitazione 

universale di Newton (1642-1727), quando si iniziò a pensare ad una forma diversa da quella 

sferica.  

 

 
Figura 1 – Dimensioni della Terra 

 

4.2 DEFINIZIONE DI GEODESIA 

La geodesia (dal greco 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾�́�𝚤𝛾𝛾,  𝛾𝛾𝛾𝛾𝚤𝚤̃𝛾𝛾 = Terra e 𝛾𝛾𝛾𝛾�́�𝚤𝛾𝛾 = divido, ripartisco ) è la scienza che 

studia gli aspetti relativi alla determinazione della forma della terra e la rappresentazione di parti 

più o meno estese di essa.  

Se la Terra vista dallo spazio, appare come una sfera di colore blu oltremare, sfumato di azzurro, 

avvolta da sottili strisce discontinue e vortici bianchi, effettuando delle misurazioni, già prima 

dell’avvento dei satelliti geodetici ci si accorse che in realtà non lo era affatto (cfr. 4.1). 

La superficie della terra è un solido che non può essere definito esattamente in modo analitico, ma 

può essere approssimato con differenti modalità e finalità a differenti superfici geometriche: piana, 

sferica o ellissoidica, al fine di studiarne il rilevamento e la rappresentazione cartografica. 

La geodesia, oltre ad affrontare problemi di carattere scientifico, deve affrontare anche quelli di 

natura pratica e applicativa, connessi alla necessità di definire le relazioni di posizione fra punti 

qualsiasi della Terra, e definire una opportuna rappresentazione cartografica dei suoi territori. 

Per attuare quanto sopradetto è necessario prevedere l’istituzione di reti geodetiche, i cui vertici — 

materializzati tangibilmente e in modo permanente sulla superficie effettiva — sono determinati in 
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un omogeneo riferimento alla superficie geodetica e sono forniti di essi le coordinate rispetto ad 

un determinato sistema di riferimento (cfr 4.3)  

Tra gli altri problemi applicativi, con l’avvento dei satelliti artificiali e di altre notevoli 

realizzazioni tecniche, la geodesia operativa si occupa del problema della determinazione di punti 

e di orbite extraterrestri e dell’utilizzazione dei dati d’osservazione da questi ottenibili per una più 

accurata soluzione dei problemi geodetici, sia scientifici che operativi (Birardi, 1978). 

La geodesia, pertanto si divide in due branche: la geodesia teorica che si occupa dello studio 

relativo alla forma e alla dimensione della terra, e la geodesia operativa elabora teorie analitiche e 

procedimenti operativi connessi alla conoscenza e descrizione di porzioni più o meno estese della 

superficie terrestre.  

Un’altra suddivisione è quella di geodesia geometrica e geodesia dinamica. La prima si occupa 

della definizione e determinazione di superfici geometrica in grado di approssimare la Terra per 

definiti intorni. La seconda dello studio del Campo Gravitazionale Terrestre e di tutti i fenomeni 

ad esso connessi. 

 

4.3 RILIEVO E RAPPRESENTAZIONE DEL TERRENO 

Rilevare una porzione qualsiasi della superficie terrestre significa determinare la posizione assoluta 

e relativa di un insieme di punti, opportunamente distribuiti ed in numero sufficiente, appartenenti 

alla superficie, al fine di rappresentarla adeguatamente. La posizione assoluta è individuata da un 

sistema di assi cartesiani nello spazio, opportunamente orientati e con origine nel centro di massa 

della terra. Tuttavia, non è possibile istituire un tale sistema direttamente sulla superficie terrestre, 

date le innumerevoli irregolarità, pertanto si assume una superficie di riferimento analiticamente 

esprimibile denominata superficie matematica o geometrica della terra. 

Per eseguire il rilievo è necessario eseguire la scelta di una determinata superficie di riferimento 

sulla quale: 

• si istituisca una corrispondenza biunivoca fra i punti della superficie fisica e i corrispondenti 

punti sulla superficie matematica secondo una legge nota;  

• si determinino delle relazioni di posizione dei punti sulla superficie matematica mediante 

l’istituzione di una geometria sulla superficie stessa (rilievo planimetrico);  

• si determinino delle relazioni che leghino i punti della superficie matematica a quelli della 

terra (rilievo altimetrico). 
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Le diverse fasi attraverso le quali si attua il rilievo e la rappresentazione del terreno sono: 

1. individuare sulla superficie fisica della terra un insieme discreto di punti in posizione opportuna 

ed in numero adeguato (a seconda della morfologia, dell’estensione, dello scopo del rilievo, 

etc.); 

2. definire la corrispondenza di tali punti (mediante opportune proiezioni) con quelli sulla 

superficie di riferimento prescelta; 

3. determinare la posizione relativa dei punti sulla superficie di riferimento mediante misure di 

angoli e distanze; 

4. definire la forma e l’equazione della superficie di riferimento, per l’introduzione su essa di un 

sistema di coordinate curvilinee u, v che consente di individuare la posizione dei punti 

proiettati; 

5. determinare la distanza, misurata lungo la proiettante, fra ogni punto della superficie di 

riferimento e il corrispondente punto sulla superficie fisica (distanza che rappresenta la 

cosiddetta quota del punto). 

I punti da rilevare sono in generale sempre in numero elevato e possono dividersi in tre grandi 

gruppi: punti di inquadramento, punti di raffittimento e punti di dettaglio (fig. 2). 

• Punti di inquadramento: sono in piccolo numero rispetto al totale, costituiscono la rete di punti 

della maglia che interessa la porzione di superficie terrestre da rilevare; 

• Punti dettaglio: servono ad infittire i nodi della rete con punti rappresentanti particolari 

naturali o artificiali della zona da esaminare. 

• Punti raffittimento: servono d’appoggio, insieme a quelli d’inquadramento, alla 

determinazione dei punti di dettaglio. 

La prima realizzazione di punti rilevati, iniziata praticamente con l’Unità d’Italia e conclusa nel 

1919, è la rete trigonometrica classica realizzata dall’IGM (Istituto Geografico Militare), costruita 

per triangolazione e per trilaterazione (cfr. cap. 4). Consta di circa 20.000 vertici trigonometrici 

suddivisi in 4 ordini ed uniformemente distribuiti sul territorio nazionale con una interdistanza 

variabile da 30 km a 50 km nel caso di reti del 1º ordine, di circa 20 km per le reti del 2º ordine, 

fino a circa 5 km per i lati della maglia triangolare del 4º ordine. Da tale rete, sono derivate le altre 

reti nazionali, quale quella del Catasto. Questa rete ha una precisione qualche decimetro sia in 

planimetria che in quota.  
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Figura 2 – Rete Geodetica Nazionale 

 

4.4 CAMPO GRAVITAZIONALE TERRESTRE 

La superficie terrestre è l’andamento morfologico della Terra con tutte le sue variazioni ed 

irregolarità. Circa il 70,8% della superficie è coperta da acqua; inoltre la maggior parte della 

piattaforma continentale si trova al di sotto del livello marino, il rimanente 29,2% emerso consiste 

di montagne, deserti, pianure, altipiani e altre zone geomorfologiche minori. La superficie 

planetaria si modifica costantemente secondo tempi geologici, a causa dei movimenti delle varie 

placche tettoniche e dell’erosione. Inoltre, le sue caratteristiche geografiche, create o deformate dai 

movimenti tettonici, sono sottoposte agli influssi meteorologici (pioggia, neve, ghiaccio, vento), a 

svariati cicli termici (ad es. gelo/disgelo delle zone alpine o elevata escursione termica giornaliera 

nel caso dei deserti) e all’azione chimica. Infine, nel modellamento del pianeta, sono compresi 

anche grandi eventi come glaciazioni e impatti meteorici. Tutto questo contribuisce 

all’impossibilità di descriverla analiticamente. 

Nello spazio in prossimità della Terra esiste un campo di forze che agisce su tutti i corpi dotati di 

massa denominato Campo Gravitazionale Terrestre. 
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Nel secolo scorso, l’inglese Michael Faraday introdusse il concetto di campo per spiegare il modo 

in cui un magnete attira a sé corpi1, il concetto di campo fu applicato anche alla forza di gravità. 

Infatti, qualsiasi cosa che sia dotata di massa è circondata da un campo gravitazionale, agendo su 

un altro corpo, dà origine a una forza di attrazione.  

Il campo gravitazionale terrestre è indipendente dal valore della massa di prova, cioè della massa 

utilizzata per misurarne l’intensità. Esso è rappresentato da un vettore di lunghezza g diretto verso 

il corpo che produce il campo. Si può rappresentare il campo gravitazionale terrestre come un 

insieme di vettori disposti tutt’attorno alla Terra e rivolti verso di essa (fig. 3).  

 
Figura 3 – Campo gravitazionale terrestre 

 

Si considera un sistema cartesiano nello spazio X, Y, Z con origine O coincidente con il baricentro 

terrestre e asse Z coincidente con l’asse di rotazione terrestre. Si considera, inoltre, un punto P 

esterno alla massa terrestre.  

Si definisce accelerazione di gravità g nel punto P l’accelerazione iniziale di un corpo di massa 

unitaria abbandonato in P (con velocità iniziale nulla) sotto l’azione del campo gravitazionale 

terrestre. 

ct aaag −−=    (4.1) 

                                                 
1 Faraday aveva notato che se su un foglio di carta sistemato nei pressi di una calamita si spargeva della limatura di ferro quest’ultima si disponeva 
in modo ordinato a formare una specie di ragnatela che si estendeva in ogni direzione. Si trattava di quelle che Faraday chiamò linee di forza che in 
questo caso risultavano visibili ma che in assenza della limatura di ferro si sarebbero comunque formate. Le calamite producono quindi linee 
immaginarie che descrivono graficamente il modo in cui l’azione della calamita medesima si proietta nello spazio. Attraverso questa osservazione 
Faraday pervenne al concetto di “campo di forza” o semplicemente “campo”. Esso non è solo magnetico, cioè prodotto da una calamita, ma anche 
elettrico, cioè prodotto da un filo metallico percorso da corrente o gravitazionale generato da una massa 
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dove  

a = vettore accelerazione assoluta, ta = vettore accelerazione di trascinamento, ca = vettore 

accelerazione di Coriolis.  

In particolare: 

• kaZjaYiaXa Zyx )()()( +++++=   (4.2) 

l’accelerazione assoluta indotta su P è data dalla somma vettoriale di due termini: il primo di 

componenti X, Y, Z, dovuto alle forze di attrazione newtoniana che esercitano su P le masse 

attrattive terrestri; il secondo di componenti xa , ya , za , dovuto alle forze d’attrazione esercitate 

dalle masse attraenti extraterrestri sul punto P: 

• 
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+==    

il primo termine indica l’accelerazione indotta sull’origine O (di componenti aox , aoy , aoz), il 

secondo termine rappresenta l’accelerazione centripeta indotta sul punto P dal moto di rotazione 

terrestre attorno all’asse polare (Z): 

kajyaixaa ozoyoxt +−+−= )()( 22 ωω   (4.3) 

• 02 vac ∧= ω  

con 0v  velocità iniziale che avendo ipotizzato essere nulla, implica che, nulla sarà anche 

l’accelerazione di Coriolis2.  

Definita g  è possibile scriverne le componenti: 
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  (4.4) 

L’accelerazione di gravità normale ha valore circa pari a 9,81 m/s2 (Gal), mentre i termini di marea 

)( oxx aa − )( oyy aa −  )( ozz aa −  raggiungono al massimo il valore di 0,3 10-5 m/s2 (mGal), pertanto 

questi ultimi possono essere trascurati e le componenti dell’accelerazione di gravità saranno: 

                                                 
2 La legge di Coriolis, agisce solo sui corpi dotati di moto non proprio come acque di un fiume, venti e correnti marine. Un caso particolare di 
applicazione della forza di Coriolis è quello che riguarda i moti che si svolgono parallelamente alla superficie terrestre; la direzione in cui agisce in 
questo caso la forza di Coriolis è stabilita dalla legge di Ferrel, secondo cui un corpo non è dotato di movimento proprio, ma subisce una deviazione 
verso destra nell’emisfero boreale e verso sinistra nell’emisfero australe (come dimostrano le correnti marine del Golfo del Messico).  
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I termini x2ω , y2ω  sono noti essendo nota la velocità angolare di rotazione della Terra intorno 

all’asse polare3.  

Per determinare le componenti X, Y, Z, si considera un elemento di volume infinitesimo situato 

nell’intorno di un punto M di coordinate a, b, c 

 
Figura 4 – Elemento di volume infinitesimo 

 

L’elemento di volume sarà dato da: 

dcdbdadv ⋅⋅=  
di conseguenza l’elemento di massa sarà: 

dcdbdadm ⋅⋅⋅= ρ  
con ρ densità media della Terra (ρ = m/V) pari a 5,54 g/cm3. Tuttavia è possibile constatare come 

questa vari da punto a punto. Infatti, se solo si pensa che le rocce che costituiscono la crosta terrestre 

(accessibili all’osservazione diretta) hanno una densità media tra 2,7 e 3 g/cm3, si può dedurre che 

                                                 
3 La terra compie diversi movimenti nello spazio rispetto. Uno dei movimenti principali è il moto di rotazione ovvero il pianeta gira su se stesso, 
più precisamente attorno all’asse terrestre da Ovest a Est, e impiega un giorno sidereo (23 h, 56 min., 4 s), a compiere una rotazione completa. La 
velocità angolare, ossia l’angolo descritto da un corpo nell’unità di tempo, è costante in tutti i punti della terra; vale infatti: 
 ω = angolo

tempo
= 2π

24h 54 min  4s
= 1.280 rad/s.  
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i materiali che si trovano a maggiori profondità hanno una densità più elevata, intorno a 10÷13 

g/cm3. 

Il generico elemento infinitesimo di massa dm esercita sulla massa unitaria posta in P una forza di 

attrazione che secondo la Legge di Newton vale: 

2

1
r

dmGdF ⋅
=  

con G = costante di Gauss ≈ 6,674 ۰10-11 N m2 Kg-2 mentre r è la distanza P- dm, pertanto: 
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  (4.6) 

Se la forza F ammette potenziale4 V si ha: 
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  (4.7) 

Confrontando le (4.7) con le (4.6) si ha: 

∫=
T

dm
r

GV 1  Potenziale d’attrazione 

 

Derivando rispetto a x, y, z, la funzione relativa alla forza centrifuga: 

        0                                    12121 =
∂
∂
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∂

=
∂
∂

z
Vy

y
Vx

x
V ωω  

si ottiene, inoltre  

)(
2

22
2

1 yxV +=
ω       Potenziale dell’accelerazione centrifuga 

                                                 
4 Una forza si dice conservativa quando la forma differenziale del suo lavoro è un differenziale esatto, ovvero quando esiste una funzione a un sol 
valore, regolare, tale che il suo differenziale totale è uguale alla forma differenziale esaminata; dL = dU ⇔ Fxdx + Fydy + Fzdz ≡ ∂U

∂x
dx +

∂U
∂y

dy + ∂U
∂z

dz la funzione si dice potenziale e si scrive in forma vettoriale F = ∇U Dire che una forza è conservativa equivale anche a dire che essa 
è il gradiente della funzione potenziale U (che si dice allora potenziale della forza F).Inoltre si può ammettere  anche che una forza è conservativa 
quando ammette potenziale. 
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La funzione potenziale della gravità sarà, pertanto, esprimibile dalla relazione: 

( ) ( )22
2

1 2
,, yx

r
dmGVVzyxW

M

++=+= ∫
ω  

Si osserva le linee di forza sono curve gobbe e dato un punto della Terra (appartenente o meno alla 

superficie terrestre) la loro direzione è visualizzabile attraverso il filo a piombo. Detta direzione è 

di estrema importanza essendo l’unica individuabile con facilità e sicurezza in ogni punto del 

pianeta, pertanto ad essa fanno riferimento tutte le misure. 

 Il vettore dell’accelerazione di gravità sapendo che: 

x
Wg x ∂

∂
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potrà esprimersi attraverso:  
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Le linee curve della gravità, la cui direzione cambia da punto a punto, definiscono nel loro 

complesso il campo gravitazionale il quale, abbiamo dimostrato, ammette potenziale W. 

La relazione W=cost fornisce una serie di superfici con la proprietà che in ogni loro punto la 

verticale è ad essa normale; ciascuna superficie prende il nome di superficie equipotenziale o di 

livello. 

Si assume come superficie matematica o di riferimento quella che passa per il livello medio dei 

mari denominata geoide. Il geoide è, quindi, la superficie equipotenziale della gravità  passante 

per il livello medio del mare in un determinato punto. 

Se si considera che l’origine di tale sistema di coordinate è fissata, per convenzione internazionale, 

ad un valore W0, la corrispondente superficie equipotenziale, G ≡ {W(P) =W0}, detta geoide, 

passerà in prossimità della superficie del mare in tutto il lobo. La superficie marina infatti, mediata 

nel tempo per i moti di marea ed i moti ondosi, è globalmente vicina ad una superficie 

equipotenziale, con uno scarto quadratico medio dell’ordine del metro. Il livello varia in funzione 

della posizione della Luna rispetto alla Terra (facendo variare questa le maree), pertanto il livello 

medio del mare è determinato su un periodo di misura di 18 anni che rappresenta la durata del 

periodo entro cui i parametri orbitali LUNA-TERRA-SOLE si ripresentano sostanzialmente uguali. 

Gli effetti delle maree sono misurati attraverso un mareografo (prf 5.2), a Genova vi è quello di 

riferimento per il sistema altimetrico italiano. 
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Figura 5 – Anomalie di gravità 

 

L’equazione del geoide è: 

∫ =++
T

Cyx
r

dmG )(
2

22
2ω   (4.8) 

per un valore opportuno della costante C. 

 

Data la curvatura delle linee di forza, le infinite superfici equipotenziali non sono fra loro parallele. 

Consideriamone, infatti, due infinitamente vicine CW =1  e dCCW +=2  due punti qualsiasi A e 

B sulla prima; le linee di forza del campo incontreranno la seconda superficie nei punti A’ e B’ 

Gli elementi infinitesimi dηA e dηB rappresentano la distanza fra le due superfici secondo la verticale 

rispettivamente per A e per B. 

Il lavoro L delle forze del campo per il passaggio della massa unitaria dalla superficie di livello W1 

alla superficie di livello W2 è indipendente dal cammino seguito ed è pari a: 

BBAA dgdgWWL ηη ==−= 12  

variando g da punto a punto, affinché sia verificata l’uguaglianza dovrà essere dηA ≠ dηB , pertanto 

le due superfici non sono tra di loro parallele. 
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Figura 6 – Geoide e due superfici equipotenziali a diversa distanza tra loro 

 

La variazione relativa della gravità tra polo ed equatore è pari a circa 1/300 (noto sperimentalmente) 

𝑔𝑔(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) − 𝑔𝑔(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑒𝑒𝑒𝑒)
𝑔𝑔(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑒𝑒𝑒𝑒)

≅
1

300
 

D’altro canto  

𝑔𝑔(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑃𝑃 = 𝑔𝑔(𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑒𝑒𝑒𝑒)𝑑𝑑𝑑𝑑𝐸𝐸 = 𝑊𝑊2 −𝑊𝑊1 

 Così che 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑃𝑃 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐸𝐸

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐸𝐸
≅

1
300

 

 

Pertanto se le due superfici distano tra loro di circa tre metri, il difetto massimo di parallelismo 

porta ad una variazione di distanza di ∼ 1 cm tra equatore e polo, ma se le due superfici, distano di 

circa 300 metri, la variazione di distanza raggiungerà 1 metro. 

Questa osservazione ci permette di sistemare in modo semplice una questione importante. Poiché 

la misura diretta del potenziale W in un punto non è possibile per il momento, se non a costo di 

errori di misura ancora troppo grandi, molte nazioni o gruppi di nazioni anziché riferirsi ad un 

valore convenzionale W0 per il geoide hanno definito un proprio datum di altezza tramite una 

superficie equipotenziale che passi per un proprio punto convenzionale. Di solito si usa come punto 

di riferimento un mareografo, (come già detto in Italia è quello di Genova) in modo tale che la 

superficie scelta è in ogni caso più prossima alla superficie del mare. 

In questo modo diversi datum di altezza si riferiscono a diverse superfici equipotenziali che, 

essendo fortunatamente in un range di pochi metri l’una dall’altra, possono essere considerate 

pressoché parallele. [Sansò 2010]. 
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Tuttavia il geoide non può essere esprimibile matematicamente in forma chiusa, per cui non si 

presta all’istituzione di una geometria, pertanto non può essere scelta come superficie di riferimento 

su cui risolvere analiticamente i problemi del rilievo. 

 

4.5 SOLUZIONI APPROSSIMATE DEL GEOIDE 

La soluzione dell’integrale (4.8) è matematicamente impossibile, infatti, pur imponendo le 

condizioni al contorno (il passaggio dal livello medio dei mari), non è nota una legge di 

distribuzione della densità all’interno della Terra. La densità non è quindi costante ma aumenta con 

la profondità secondo una legge non nota, anche se si possono definire i valori medi (la densità 

media della Terra è pari a 5,52 g cm-3 mentre quella media delle rocce costituenti la crosta terrestre 

è di 2,67 g cm-3). 

Sono possibili determinazioni solo imponendo condizioni sulla distribuzione della densità; se 

infatti si ipotizza una distribuzione della densità con simmetria assiale rispetto all’asse di rotazione 

si hanno delle superfici equipotenziali a forma di sfera denominate sferoidi, mentre ipotizzando la 

densità, oltre che simmetrica rispetto all'asse di rotazione, costante si definisce l’ellissoide. 

 

4.5.1 Sferoide 

 

La determinazione dello sferoide è eseguita facendo ricorso alle funzioni sferiche e ricorrendo ad 

uno sviluppo in serie binomiale. 

Si considera un sistema di riferimento con l’asse z coincidente con l’asse di rotazione terrestre ed 

origine nel baricentro della Terra. Indicando con: 

σ = vettore geocentrico 

φ = latitudine geocentrica  

λ = longitudine geocentrica 

a = semiasse maggiore (nel piano equatoriale) 

b = semiasse minore 

L’equazione dello sferoide (a meno di termini in α2) è: 

)sen 1( 2ϕασ −⋅= a   (4.9) 

dove 3103 −⋅≅
−

=
a

baα  schiacciamento  (4.10) 
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4.5.2 Ellissoide 

 

L’Ellissoide è una superficie teorica generata dalla rotazione, intorno all’asse polare, di un’ellisse 

i cui semiassi hanno le dimensioni dei semiassi terrestri. L’ellissoide avrà un’espressione simile a 

quella dello sferoide con l’ipotesi però di tcos=ρ . 

 
 

Esistono molti sistemi per determinare univocamente la posizione di un punto sulla superficie di 

un ellissoide.  

• il sistema di coordinate geografiche (ellissoidiche): la longitudine λ e la latitudine ϕ; 

• il sistema di coordinate cartesiane. 

Le coordinate geografiche sono due angoli. Tradizionalmente questi due angoli sono espressi nel 

sistema sessagesimale. 

Si consideri un generico punto P sulla superficie dell’ellissoide. La longitudine ellissoidica λ del 

punto P è un angolo diedro cioè un angolo compreso tra due semipiani. Questi due semipiani, detti 

semipiani meridiani, sono due tra gli infiniti del fascio rotante attorno all’asse di rotazione terrestre: 

il piano meridiano passante per un punto origine O e il piano meridiano passante per il generico 

punto P. L’origine O delle longitudini è fissata convenzionalmente quando viene definito un 

Datum. Nei Datum planetari ED50 e WGS84 l’origine è stata fissata coincidente con l’osservatorio 

di Greenwich, a Londra. Nel Datum italiano Roma40 l’origine è stata fissata convenzionalmente 

con un punto dell’osservatorio astronomico di Monte Mario a Roma. 
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La longitudine varia tra -180° e +180° oppure, con altra notazione, tra 180° Ovest e 180° Est. 

Sull’ellissoide, le ellissi che collegano i punti aventi la stessa longitudine si chiamano meridiani e 

sono curve caratterizzate dalla seguente equazione parametrica: 

λ= costante 

I due punti di incontro tra tutti i meridiani si chiamano poli geografici. I poli geografici sono 

immutabili nel tempo e non vanno confusi con i poli magnetici che, al contrario, si spostano a causa 

dell’inclinazione dell’asse terrestre rispetto al piano orbitale dell’eclittica (23°27’). 

La longitudine dell’Osservatorio Astronomico di Monte Mario rispetto a Greenwich nel Datum 

ED50 è 12°27'08,400". La longitudine dell’osservatorio di Greenwich nel Datum ED50 è zero. La 

longitudine nello stesso sistema dell’antimeridiano di Greenwich è ±180°. 

Si consideri ancora il generico punto P sulla superficie ellissoidica. La latitudine ellissoidica ϕ è 

l'angolo formato tra la normale all’ellissoide in corrispondenza del punto P e il piano equatoriale. 

La latitudine è quindi un angolo formato tra una retta e un piano. Si noti nella figura precedente 

che la normale nel punto P all’ellissoide non passa per l’origine del sistema di riferimento ma, 

proprio a causa dello schiacciamento, passa sotto il centro dell’ellissoide incidendo l’asse di 

rotazione. La latitudine ϕ vale 0° all’equatore, +90° al polo nord geografico e -90° al polo sud 

geografico. Con altra notazione è lecito dire che la latitudine varia tra 90° Sud e 90° Nord. 

Sull’ellissoide, le circonferenze che collegano i punti aventi la stessa latitudine si chiamano 

paralleli e sono caratterizzati dalla seguente equazione parametrica:  

ϕ = costante  

I paralleli, come dice il nome, sono curve parallele tra di loro. Il parallelo di raggio massimo (pari 

al semiasse maggiore a) è l’equatore. L’equatore può essere definito come luogo geometrico dei 

punti aventi latitudine zero.  

Nel caso in cui il punto P non si trovi sulla superficie dell’ellissoide, cioè abbia una quota 

ellissoidica HP (da non confondersi con la quota ortometrica s.l.m. hP) non nulla, le sue coordinate 

geografiche ellissoidiche sono rappresentate dalla terna P(ϕP, λP, HP). 
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Dato un punto P sulla superficie ellissoidica le coordinate cartesiane xP,yP e zP di P sono rappresentate 

dalle coordinate cartesiane tridimensionali misurate rispetto all’origine del sistema di riferimento 

prefissato fissata coincidente con il centro di massa della Terra. 

 

 
 

4.6 DETERMINAZIONE DELL’ONDULAZIONE GEOIDICA 

Il geoide, come già scritto, è rappresentato da un’equazione di tredicesimo grado non risolvibile, 

si è pertanto adottata come superficie di riferimento approssimata l’ellissoide. 

Se fosse possibile conoscere in ogni punto lo scostamento tra ellissoide e geoide, si sarebbe in 

grado di passare facilmente da una superficie all’altra. 

Lo scostamento tra ellissoide e geoide in ogni punto è detto ONDULAZIONE GEOIDICA. Lo 

scostamento raggiunge valori di poco superiori ai cento metri e comunque quindi molto piccoli 

rispetto alle dimensioni terrestri, inoltre detti scostamenti occorrono in punti molto distanti tra loro. 
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Gli scostamenti massimi si verificano in corrispondenza dei massicci montuosi, delle fosse 

oceaniche o dove sono presenti forti anomalie di densità della crosta terrestre. 

La curvatura del geoide è sempre costantemente positiva. 

In un punto generico la verticale (ovvero la normale 

al geoide) non coincide con la normale 

all’ellissoide di riferimento, l’angolo da esse 

formato (generalmente non nullo) è denominato 

deviazione della verticale. 

Tali deviazioni sono normalmente dell’ordine di 

qualche secondo sessagesimale 

Per ciascun punto è definibile: 

H = altezza o quota geoidica ovvero quota ortometrica 

h = altezza ellissoidica 

v = verticale al geoide ossia la direzione della verticale  

n = normale all’ellissoide 

Δφ = deviazione della verticale  

Si definisce ondulazione geoidica  

hHN −=   

ossia la differenza tra l’ellissoide ed il geoide. 

Esistono diversi metodi per la determinazione dell’onda geoidica ad esempio attraverso la 

conoscenza della deviazione della verticale, mediante misure di gravità ovvero misure delle orbite 

dei satelliti artificiali. 

Un metodo operativo consiste nell’effettuare la misura delle altezze, ossia misurando H ed h in 

ogni punto è possibile determinare N. Ad esempio h può essere misurato con il GPS mentre H 

attraverso una livellazione geometrica a partire da vertice di quota nota (caposaldo di livellazione). 

Attraverso le suddette misure è possibile costruire delle carte denominate carte di anomalie capaci 

di fornire informazioni sulle variazioni di densità esistenti. 
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4.7 GEOMETRIA DELL’ELLISSOIDE DI ROTAZIONE 

Si riferisce l’ellissoide di rotazione ad un sistema di assi ortogonali con l’origine nel centro di 

massa della Terra, l’asse z coincidente con l’asse di rotazione, ed assi x e y giacenti nel piano 

equatoriale. 
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Si consideri una porzione d’ellissoide compreso fra due 

sezioni normali e si indichi con tcos=ϕ  l’equazione dei 

paralleli con tcos=ω  quella dei meridiani e si ponga 

inoltre 222 yxr +=  

L’equazione parametrica dell’ellissoide di rotazione potrà 

essere definita attraverso la relazione: 

12

2

2

2

=+
b
z

a
r   (4.15) 

Si è definita l’eccentricità attraverso la relazione: 

e a b
a

2 2 2

2= −   

da detta equazione è possibile ricavare l’equazione dell’ellisse meridiana, infatti: 

 
1 

1              1              1 22

2

2

2
2

2

2
2

eb
a

a
be

a
be

−
=⇒=−⇒−=   (4.16) 

sostituendo la (4.16) nella (4.15) si ottiene: 

)1)((                   
1 

22222
2

2
2 eraza

e
zr −−=⇒=
−

+  equazione dell’ellisse meridiana  (4.17) 

Da questa particolare ellissi meridiana è possibile determinare l’ellissoide in funzione della 

variazione di ω. 

Si considera una porzione di curva ellittica e di questa un punto P di latitudine φ; l’elemento 

infinitesimo d’arco sarà σdPP =' . 

È facile verificare che: 

ϕ
ϕ

ϕ g
tg

tg
dz
dr cot1

dr
dz                   −=−=⇒=−  

Ricordando la (4.17) e derivando z rispetto a r si ha: 
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ϕϕϕ g
era

er        g
dr

erad
           g
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)1)((2
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))1)(((
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222

2222

−=
−−

−−
⇔−=

−−
⇔−=  

         g
z
re

dr
dz ϕcot)1( 2 −=−−= ⇒  

ϕrtgez )1( 2−=                                                      (4.18) 

Se si sostituisce la (4.18) nella prima delle (4.17) si 

ottiene r in funzione di a e2e φ 

ϕ

ϕ
221

cos
sene

ar
−

=                                                   (4.19) 

Sostituendo la (4.19) nella (4.18) si ottiene l’espressione 

di z: 

( )
ϕ

ϕ
22

2

1
1
sene

easenz
−

−
=  

Le (4.18) e (4.19) rappresentano le equazioni parametriche dell’ellisse meridiana; se a queste si 

introduce la longitudine ω si passa dell’equazioni suddette all’equazioni parametriche 

dell’ellissoide: 

( )















−

−
=

−
==

−
==

               
1
1

1
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1
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22
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22

ϕ

ϕ
ϕ

ωϕω

ϕ

ωϕω

sene
seneaz
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senarseny

sene
arx

 equazioni parametriche dell’ellissoide (4.20) 

Il raggio di curvatura in un punto generico è il limite del rapporto tra l’elemento d’arco uscente dal 

punto ed il corrispondente angolo di contingenza (al tendere a zero di tale angolo). Pertanto il 

raggio di curvatura dell’arco di meridiano (per angolo di contingenza in questo caso si intende 

l’angolo formato dalle normali alla superficie nei punti estremi di tale arco) dell’ellissoide 

corrisponde alla variazione di latitudine dφ. Indicando con ρ il raggio di curvatura si ha: 

ϕ
σ

ρ
d
d

=   

Dalla precedente figura è facile verificare che: 
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ϕ
σ

sen
drd −=   ⇒   

ϕϕ
ρ

dsen
dr

−=  

derivando nella (4.19) ϕddr  si ottiene: 

( )
( ) 2

322

2

1

1

ϕ
ρ

sene

ea

−

−
=  (4.21) 

Per 0=ϕ si ottiene il raggio di curvatura del meridiano all’equatore: 

( ) aea <−= 21ρ  

mentre per 2πϕ ±=  otteniamo il raggio di curvatura del meridiano ai poli: 

( )
a

e
a

>
−

=
21

ρ  

Poiché il raggio di curvatura è inversamente proporzionale curvatura, l’ellissoide è più schiacciato 

ai poli che all’equatore, infatti, è che il raggio di curvatura è maggiore ai poli che all’equatore. 

 

4.7.1 Lunghezza di archi finiti di paralleli e meridiani 

Noti i raggi di curvatura dei meridiani e dei paralleli, è possibile calcolare, per semplice 

integrazione, la lunghezza di archi finiti σ di meridiani e paralleli: 
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 (4.22) 

inoltre esistono, a scala infinitesima, le seguenti relazioni sul triangolo rettangolo con αazimut tra 

meridiano e la curva generica in P: 

ασσ cosdd m =  

 ασσ sendd p =  

per cui risulterebbe: 

ds rd ds dsen cosα ω α ρ φ= =                

da cui si deducono le relazioni finali: 
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r d
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d

 (4.23) 

Tali espressioni sono indicate come funzioni trigonometriche dell’azimut, infatti l’angolo α 

(formato dalla tangente alla generica curva S in P con la tangente al meridiano) per il punto si 

indica, per definizione, come azimut in P della curva S. 

L’ultima delle tre relazioni trigonometriche permette di scrivere l’equazione di una curva 

dell’ellissoide che taglia i meridiani sotto un angolo costante α . In ogni punto di tale curva si ha: 

cost=== α
ϕ
ω

ρ
α tg

d
drtg  

e poiché r e ρ sono funzioni di ϕ, si avrà per integrazione:  

∫⋅=−
ϕ

ϕ

ϕραωω
o

d
r

tgo  

con 0ω  e 0ϕ le coordinate geografiche del punti P0 

Tale curva si chiama lossodromia, importante nella navigazione, infatti una nave, in moto da un 

punto P ad un punto Q segue sempre la stessa rotta, percorrendo una curva che taglia i meridiani 

sotto un angolo costante, una lossodromia dunque, nell’ipotesi che la superficie del mare sia un 

ellissoide di rotazione. 

 

4.7.2 Sezioni normali principali dell’ellissoide di rotazione 

Allo scopo di definire una geometria sull’ellissoide di rotazione, ad ogni punto della superficie è 

necessario associare una coppia di valori u, v di coordinate curvilinee (corrispondenza biunivoca), 

e definire di queste la curvatura, che in generale è variabile da punto a punto. 

La curvatura di una generica curva, appartenente alla superficie, può essere determinata se sono 

noti, in ogni suo punto, i raggi di curvatura delle due sezioni normali principali passanti per il punto 

stesso. È necessario, pertanto, ricercare i raggi principali di curvatura dell’ellissoide in un generico 

punto. 

Si definisce primo verticale il piano perpendicolare al meridiano per P; la sezione di questo piano 

verticale sull’ellissoide è denominata seconda sezione principale. La prima sezione principale è 

costituita dal meridiano stesso per P. 
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I valori del raggio di curvatura della prima sezioni principali (meridiano) in un generico punto di 

latitudine ϕ si ricavano facilmente dalla (4.21). 

( )
( ) 2

322

2

1
1

1

ϕ
ρ

sene

eaR
−

−
==  (4.24) 

Per la determinazione del raggio di curvatura del primo verticale si considera al teorema di 

Meusnier, il quale lega il valore del raggio di curvatura alla sezione intersezione dell’ellissoide con 

il piano per P ortogonale al piano meridiano; nel caso particolare di piano per P normale alla 

superficie dell’ellissoide: 

ϕϕ 222
1cos sene

arNR
−

===  (4.25) 

questo raggio di curvatura è indicato con N ed è detto gran normale. 

Per la formula di Eulero il raggio di curvatura Rα di una sezione normale qualunque, che forma 

col meridiano l’azimut α, sarà dato: 

N
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R
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ρ
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α

22cos1
+=  (4.26) 

Si dimostra che fissato un punto P sull’ellissoide, tra tutte le infinite sezioni all’ellissoide per quel 

punto, la gran normale N corrisponde al valore massimo, mentre ρ (raggio di curvatura del 

meridiano in P) corrisponde al valore minimo. 

Partendo da: 
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In particolare per 212 πϕϕρ ±=⇔=⇔= senN  cioè ai poli. 

Il raggio medio di curvatura delle infinite sezioni normali all’ellissoide in un punto P è dato 

dall’espressione: 

ϕ
ρ 22

2

21 1
1

sene
eaNRRRm −

−
==⋅=  (4.27) 

Tale raggio è anche il raggio di curvatura della sfera locale definibile come la sferiche meglio 

approssima la superficie di rotazione in quel punto. 
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4.8 FONDAMENTI TEORICI DELLA GEODESIA OPERATIVA 

La soluzione del problema del rilievo consiste, una volta fissata la forma e le dimensioni della 

superficie di riferimento, nell’esecuzione di misure di angoli e distanze.  

Le operazioni di misura devono tuttavia necessariamente svolgersi sulla superficie fisica della terra 

e sono strettamente legate alla normale al geoide, ovvero alla verticale. 

Nell’ipotesi che gli scostamenti fra geoide ed ellissoide siano trascurabili e quindi la normale 

ellissoidica coincida con la verticale, si può affermare che gli elementi misurati siano quelli 

rapportabili alle sezioni normali ellissoidiche. 

Se su una sfera consideriamo due punti e le rispettive perpendicolari alla superficie sferica, 

abbiamo che queste sono comprese nello stesso piano ossia in quello che taglia la sfera lungo una 

circonferenza; mentre se si considerano due punti su un ellissoide 

con le rispettive perpendicolari alla superficie queste non sono 

contenute dallo stesso piano (se non quando i due punti considerati 

si trovano o lungo un meridiano o lungo un parallelo). 

In generale si osserva che più ci si allontana dalla forma sferica più 

lo sdoppiamento delle sezioni normali diviene sensibile. 

Infatti, preso un triangolo ellissoidico di vertici A, B, C, se si 

considera un piano contenente la normale per A e passante per B , l’intersezione di questo con 

l’ellissoide darà una linea diversa da quella ottenibile considerando un piano contenente la normale 

a B e passante per A. Non coincidendo le sezioni reciproche, non coincideranno neanche gli angoli. 

Dal punto di vista teorico la duplicità delle sezioni normali per due punti sull’ellissoide ha una 

fondamentale importanza ai fini della determinazione delle posizioni reciproche dei punti sulla 

superficie terrestre. La suddetta duplicità non consente di considerare tali linee per definire in modo 

univoco i triangoli ellissoidici, infatti dati tre punti esistono in genere sei sezioni normali che li 

congiungono a due a due. 

È necessario per quanto detto considerare sull’ellissoide determinate linee che hanno seguenti 

proprietà:  

1. siano univocamente definite fra due punti note che siano le normali superficiali in essi; 

2. si discostino il meno possibile (sia linearmente che angolarmente) dalle sezioni normali passanti 

per ciascun punto e gli scostamenti devono essere analiticamente valutabili per tener conto del tipo 

di approssimazione adottato. 
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4.8.1 Le linee geodetiche 

Le curve che congiungono due punti generici su una qualsiasi superficie, in maniera biunivoca, si 

dicono linee geodetiche. 

Ovvero si definisce linea geodetica quella linea generalmente gobba, tracciata su una superficie, 

che ha proprietà di avere in ogni suo punto la normale principale coincidente con la normale alla 

superficie. 

La linea geodetica di conseguenza ha proprietà di essere le linee di lunghezza minima tra i due 

punti considerati. 

Per scrivere le equazioni delle geodetiche occorre esprimere analiticamente la condizione che la 

normale principale alla curva coincide in ogni suo punto con la normale alla superficie, ossia che 

le due normali hanno uguali coseni direttori. 

Sia data quindi una superficie di equazione F(x,y,z) = 0 ed una curva appartenente alla superficie 

di equazioni parametriche: x = x(s) ; y = y(s) ; z = z(s), con s lunghezza dell’arco. 

I coseni direttori omologhi della normale alla superficie e alla curva in un medesimo punto 

dovranno essere uguali, per qualsiasi sistema di riferimento adottato, esprimibile attraverso le 

relazioni: 
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L’integrazione di una delle tre relazioni porta ad un’equazione del tipo:  

021 =), C Cf(x, y, z,  

Imponendo il passaggio per i punti ),,,,( 210000 CCzyxP = e ),,,,( 211111 CCzyxP =  si ottiene: 
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È quindi necessario, per la determinazione univoca, fissare i due valori delle costanti mediante due 

condizioni iniziali quali ad esempio le coordinate di due punti per i quali deve passare la geodetica 

o un punto e la direzione per quel punto. 

 

4.8.2 Le geodetiche sull’ellissoide di rotazione 

Le equazioni differenziali delle geodetiche acquistano una forma particolarmente semplice nel caso 

delle superfici di rotazione di equazione: 
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( ) ( )F x y z x y f z, , = + − =2 2 0  

con asse z coincidente con l’asse di rotazione. 

Dalla (4.28) si ha: 

∂
∂

∂
∂

F
x

d y
ds

F
y

d x
ds

2

2

2

2⋅ = ⋅   ⇒     x y⋅ − ⋅ =
d y
ds

d x
ds

2

2

2

2 0   (4.29) 

di cui l’integrale primo è dato dalla:  

x y C⋅ − ⋅ =
d y
ds

d x
ds

1  (4.30) 

Consideriamo un sistema di coordinate polari r ed ω, con ω la longitudine del piano meridiano per 

P rispetto al meridiano origine e con r il raggio del parallelo passante per un punto P della geodetica 

si ha:  
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ω
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rseny
rx cos

  (4.31) 

derivando rispetto ad s  
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 (4.32) 

che sostituite nelle (4.30) danno: 

1
2222 coscoscos C

ds
dsenrsen

ds
drr

ds
drsen

ds
drr =+−+

ωωωωωωωω ⇔   

1
222 )cos( C

ds
dsenr =+
ωωω      ⇔ 1

2 C
ds
dr =

ω  

Se si indica con α l’angolo fra la geodetica per P ed il meridiano per P è possibile scrivere: 

ωα rdsends =  

essendo PP’=ds e PP”=rdω, pertanto: 
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αω sen
ds
dr =  ⇒  

1Crsen =α  (4.32) 

La (4.32) è l’integrale dell’equazione differenziale delle geodetiche sull’ellissoide di rotazione, ed 

esprime il Teorema di Clairaut: in ogni punto di una geodetica tracciata su di una superficie di 

rotazione è costante il prodotto del raggio del parallelo per il seno dell’azimut nel punto 

considerato. 

Un’osservazione importante è che tutte le geodetiche verificano il teorema di Clairaut ma non tutte 

le linee che verificano il teorema di Clairaut sono geodetiche. 

L’azimut è l’angolo tra la direzione di una generica curva, appartenente alla superficie e passante 

per P, e il meridiano passante per quel punto.  

Nel caso dei meridiani la relazione (4.32) è identicamente soddisfatta 

MERIDIANI 




°=
°=

180
0

α
α

⇒  0=αsen  ⇒  C1= 0 

ciò indica che i meridiani sono delle particolari geodetiche; con considerazioni analoghe 

sembrerebbe che anche i paralleli siano delle particolari geodetiche. 

PARALLELI 




°=
°=

270
90

α
α

⇒  1±=αsen  ⇒  rC ±=1   

l’uguaglianza è soddisfatta per due valori di 1C  ( rr −+ ; ). Le due normali quella alla superficie e 

quella al parallelo coincidono solo per °= 0ϕ  e 2/πϕ = , cioè all’equatore ed ai poli. 

Si osserva che la costante C1 dovrà avere come massimo valore il raggio equatoriale a 

dell’ellissoide; per una data geodetica d’altra parte r non potrà mai essere minore di C1. 

In generale le geodetiche sono curve gobbe tranne i meridiani e l’equatore, che sono piane. 

 

 

4.8.3 Geodetiche qualsiasi 

Si osservano le seguenti condizioni: 

• r>o ; C1>0 ⇒  °≤≤°⇔≥ 1800              0 ααsen  la geodetica procede da ovest verso est 
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r>o ; C1<0⇒ °≤≤°⇔≤ 3600 18          0 ααsen  la geodetica procede da ovest verso est, pertanto 

per C1<0 si ha il detto verso di percorrenza. 

Una geodetica sull’ellissoide, che non sia un meridiano, non 

potrà mai invertire il proprio cammino, ovvero qualora parta da 

un 0=α all’aumentare dell’azimut procederà da ovest verso est, 

viceversa se parte da πα =  procederà da est verso ovest 

In particolare considerando la geodetica uscente dall’equatore 

per: 

• asen ==⇒=⇒±= 1Cr          1
2

    απα  

•      ar          1seα <⇒≤⇒> απ n   

Le suddette relazione indicano che i punti della geodetica sono compresi in una fascia tra due 

paralleli di raggio C1, simmetrici rispetto all’equatore. 

Il raggio di curvatura Rα della geodetica in suo punto generico, considerando in tale punto le sezioni 

principali contenenti la normale alla curva ed alla superficie (poiché per definizione il piano 

osculatore alla geodetica è normale alla superficie) sarà uguale al raggio di curvatura della sezione 

normale alla superficie avente lo stesso azimut e passante per quel punto, quindi per la formula di 

Eulero: 

2

2

1

2cos1
R

sen
RR

αα

α

+=  (4.33) 

che nell’ellissoide terrestre è: 

N
sen

R
α

ρ
α

α

22cos1
+=       (4.34) 
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4.8.4 Espressione approssimata dell’equazione delle geodetiche: sviluppi di Puiseux-

Weingarten 

L’equazione differenziale delle geodetiche su una 

superficie qualsiasi non è in genere integrabile in 

forma finita. Si considerano, pertanto, di tali linee 

delle espressioni approssimate mediante sviluppi 

in serie arrestati a termini opportuni. 

Si consideri una superficie ellissoidica  

z = f(x,y), avente una terna euleriana ad essa 

solidale data da: 

1. x - tangente in O al meridiano per esso passante - orientato positivo in direzione Nord; 

2. y - tangente in O al parallelo per esso - orientato positivo in direzione Est; 

3. z - perpendicolare in O alla superficie ellissoidica; 

4. t – tangente alla geodetica; 

5. α - l’angolo formato dagli assi xt  (azimut); 

6. s – lunghezza dell’arco di geodetica a partire da O 

Siano poi definite le equazioni parametriche della geodetica passante per il punto O 
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Sviluppando in serie di Mac-Laurin tali equazioni parametriche fino ai termini del terzo ordine si 

ha: 
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Si osserva che i termini x(0), y(0), z(0) sono nulli essendo le coordinate dell’origine, inoltre i coseni 

direttori della tangente ad una curva sono dati da: 
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dx
ds
dy
ds

o

o



 


 =







 =










cos

sen

α

α
  

mentre, poiché nell’origine del sistema di riferimento la tangente alla geodetica è normale all’asse 

delle z (ovvero nell’intorno di O la geodetica ds non ha variazioni lungo l’asse z), risulta: 

dz
ds o



 


 = 0 

Ricordando le espressioni dei coseni direttori di una retta per O perpendicolare alla superficie 

(espressioni di Fernet): 

αRds
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con Rα raggio di curvatura della geodetica nel punto O.  

Inoltre le espressioni:  
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sono rispettivamente i raggi di curvatura del meridiano e del parallelo, e servono per calcolare 

d x
ds

d y
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  e il termine  . 

Sfruttando le relazioni che definiscono le curve geodetiche su una superficie f(x;y) = z  
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per la funzione ( )  z=, yxf si ha 
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         equazione differenziale della geodetica (4.35) 

uguagliando il primo ed il secondo rapporto al terzo (due equazioni) e derivando rispetto a s la 

( )  z=, yxf  si ha: 
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(I° e II° coseno direttore della perpendicolare alla superficie che in O coincide con l’asse z), inoltre  
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dalla definizione di coseni direttori e raggi di curvatura. 

Ancora: 
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si arriva, con non pochi passaggi, alle espressioni finali:  















+=

+−=

+−=

                   ...
2

...
6

...
6

coscos

2
2

3
1

3

α

α

α

αα

αα

R
sz

RR
senssseny

RR
ssx

   Sviluppi di Puiseux – Weingarten (4.36) 

In particolare per un ellissoide di raggi di curvatura ρ ed N: 
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  (4.37) 

In tali espressioni compare il valore del raggio di curvatura della geodetica nel punto O, il suo 

valore nel punto si calcola con la nota relazione: 
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Considerando una geodetica con s=100km e trascurando i termini superiori al terzo ordine, si 

dimostra che il termine trascurato ha un valore > 10-8 nel caso della planimetria e > 10-6 nel caso 

dell’altimetria, quantità sicuramente trascurabili rispetto alla precisione con cui si effettuano le 

misurazioni, che con i mezzi più sofisticati possono raggiungere al più una precisione dell’ordine 

di 10-6. 

 

4.8.5 Scostamenti fra sezioni normali e geodetiche 

Si consideri una superficie ellissoidica z = 

f(x,y), avente una terna euleriana ad essa 

solidale con x e y appartenente al piano 

tangente e z perpendicolare alla superficie. 

Si indichi con α e s rispettivamente l’azimut 

e la lunghezza della geodetica, mentre con 

σ ed A rispettivamente la lunghezza e 

l’azimut delle sezioni normali. 
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Sviluppando in serie la (4.38) e trascurando i termini di ordine maggiore al terzo si ha: 
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 (4.39) 

poniamo ......
cos

)( 2 ++=+=⇒=+⇒=−
α

ηαηααηηα tgtgtgAAA da cui: 

ααη 2cos)( tgtgA −=  

sostituito nella (4.39) 
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Essendo noti i raggi di curvatura delle sezioni normali principali è possibile determinare la 

differenza: 
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da cui: 

αϕαη
α

2 cos
112

2
2

22

sen
e

e
NR
sA

−
=−=  (4.40) 

η  rappresenta lo scostamento tra l’azimut della sezione normale e l’azimut della geodetica. 

Se si definisce seconda eccentricità dell’ellissoide (e’) la relazione: 
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sostituendola nella (4.40) la (4.41) si ottiene: 

"112
2 cos')"(

222

arcNR
senesA

α

αϕα =−  (4.42) 

A parità di s ed α, (A-α) è massima all’equatore (per 1cos2 =ϕ ) e nulla ai poli (

0cos90 =⇒°= ϕϕ ). 

Se si considera: 
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Lo scostamento è paragonabile alla precisione dello strumento che nelle misure di angoli è 

dell’ordine del decimo di secondo (0,1”). Pertanto una misura di azimut riferita ad una sezione 

normale dell’ellissoide può considerarsi uguale a quella della relativa geodetica, per distanze non 

superiori ai 200 km. 

Analogamente l’angolo fra due sezioni normali è possibile considerarlo pari all’angolo fra le 

geodetiche. 
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4.8.6 Differenza di lunghezza fra archi di sezioni normali e di geodetiche 

Si consideri una particolare geodetica s; siano α, s rispettivamente l’azimut e la lunghezza della 

geodetica e A, σ rispettivamente l’azimut e la lunghezza della sezione normale. Si consideri, 

inoltre, un sistema di riferimento di origine O e asse x orientato positivamente in direzione nord ed 

un punto P vicino ad O.  

Si effettui uno spostamento infinitesimo di P in P1 ottenendo una nuova geodetica s1, σdPP =−1

, ααα d=−1 ,  dsPP =21 ed in prima approssimazione αsdPP =2 . 

Applicando il teorema di Pitagora al 21PPP è possibile 

scrivere: 
2222 ασ dsdsd +=                                                        (4.43) 

Essendo gli angoli considerati molto piccoli è possibile 

scrivere: 

)( αα −−= Add   

differenziando, pertanto la (4.42) si ottiene 

ds
NR

Asen sed
A6

2cos' 22 ϕα =                                             (4.44) 

che sostituita nella (4.43) diviene: 
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dalla quale estraendo la radice e sviluppando in serie arrestandosi ai termini del primo ordine si 

ottiene: 
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Integrando la (4.46) per tutta la lunghezza della geodetica si ha: 
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essd
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' 24
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ϕσσ =−=∫  (4.47) 

Massima per °== 45  ed   0 αϕ  

• Per A = 45 gradi , ϕ = 0 ed s =200 Km, si ha che lo scostamento tra sezione normale e geodetica 

risulta σ-s è pari a 2,5 x 10 5− mm (<0,1mm); 

• Per A = 45 gradi , ϕ = 0 ed s = 1000Km, σ-s raggiunge il valore di 0,078 mm (≤0,1mm);. 
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La differenza di lunghezza tra una sezione normale ed una geodetica è sempre del tutto trascurabile 

in quanto largamente inferiore al massimo della precisione di rilievo sul terreno. 

 

4.9 TEOREMI DELLA GEODESIA OPERATIVA 

I teoremi della geodesia operativa consentono di riferire le misure ad un sistema di riferimento. 

1. fino a lunghezze di archi dell’ordine del centinaio di chilometri gli angoli misurati fra sezioni 

normali dell’ellissoide differiscono da quelli delle corrispondenti geodetiche di quantità 

sicuramente inferiori alla massima precisione conseguibile nelle misure angolari e quindi 

possono essere considerati uguali agli angoli fra le geodetiche stesse; 

2. la differenza di lunghezza fra un arco misurato di sezione normale ed il corrispondente arco di 

geodetica è sempre trascurabile per qualsiasi valore dell’arco stesso. 

È quindi possibile introdurre nei calcoli le distanze e gli angoli misurati sul terreno e trattarli 

come dati rilevati sull’ellissoide. 

 

4.10 SOLUZIONI APPROSSIMATE PER LA SUPERFICIE DI RIFERIMENTO 

Dati gli sviluppi in serie delle coordinate parametriche, si stabiliscono quali siano trascurabili 

considerando le precisioni conseguibili dagli strumenti.  

Dalle misure lineari eseguite con i migliori metodi e con i mezzi più potenti è possibile ottenere 

una precisione che arrivi, al massimo, ad un millimetro su un chilometro, ovvero di un errore 

relativo pari a 10-6 sulla misura della lunghezza.  

Nelle misure angolari eseguite in campagna si ha che anche in osservazioni di altissima precisione 

è difficile raggiungere una precisione pari al decimo di secondo sessagesimale, (in radianti a 0,5 

x10-6). 

Considerazioni analoghe possono farsi anche in ordine alla determinazione delle differenze di 

quota, ossia della coordinata z dei punti, anche in tal caso adottando strumentazione e modalità 

operative idonee, la massima precisione ottenibile per due punti distanti 1 Km è dell’ordine del 

millimetro, pertanto, può considerarsi di 10-6 il valore del minimo errore. 
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4.10.1 Campo sferico o geodetico 

Si consideri una sfera di raggio R N= ρ  tangente all’ellissoide nel punto origine O; sul cerchio 

massimo passante per O e di azimut α fissiamo un punto P1 tale che l’arco OP1 abbia lunghezza s 

uguale a quella dell’arco di geodetica OP (come 

già visto si possono trascurare le differenze di 

lunghezza tra la geodetica e la relativa sezione 

normale) ovvero la distanza tra O e P misurata 

con lo strumento posto in O.  

Consideriamo un sistema di riferimento solidale 

alla sfera con l’asse x che forma l’angolo azimut 

α col meridiano (arco di cerchio massimo), l’asse 

y perpendicolare all’asse x e quindi alla retta 

tangente in O al meridiano. 

Le coordinate sferiche sono date dalle: 
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indichiamo con ω l’angolo al centro il cui valore in radianti è pari a Ns ρω = , quindi da 

considerarsi grandezza piccola di primo ordine. 
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Sviluppando il seno e il coseno fino ai termini del terzo ordine compresi, a meno quindi di quantità 

piccole di quarto ordine già trascurate nella serie, si ha: 
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essendo NsR ρω == : 

 

  

equazione della geodetica appartenente alla superficie sferica(4.51) 

 

 

 

L’arco è un arco di sfera locale le cui equazioni parametriche sono più semplici di quelle della 

geodetica ellissoidica. La differenza tra l’arco di sfera e quello ellissoidico è data dalle relazioni: 
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 (4.52) 

Per ϕ = 0 e per α = 0 (oppure α = 90), si hanno in valore assoluto le massime differenze tra le 

coordinate, infatti all’equatore ( )21 ea −=ρ  ed aN = , si osserva inoltre che ( ) 1987,01 2 ≅=− e ; 

sostituendo quanto sopra nelle (4.52) si ottengono: 
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ponendo yx ∆≅∆  relativamente alle lunghezze si ha: 
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imponendo che detto rapporto sia minore di 610−  si ottiene: 
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si ha che per archi di lunghezza s di 200 Km l’errore è di circa 1,11 mm (in quest’ultimo caso 

l’errore relativo alla lunghezza s rientra nell’ordine della precisione delle misure: 10-6). Per ragioni 
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prudenziali e per quanto visto in merito agli scostamenti angolari fra sezioni normali e geodetiche, 

si suole fissare in 100 Km la distanza massima dall’origine entro la quale le differenze fra le 

coordinate x ed y dei due punti possono essere sicuramente trascurate. 

Si definisce in tal modo un intorno che si indica come campo sferico o geodetico all’interno del 

quale è lecito ai soli fini del rilievo planimetrico confondere l’ellissoide di riferimento con una 

sfera, avente la propria normale coincidente con quella ellissoidica nel punto centrale della zona 

che si considera e raggio R N= ρ  (sfera locale). 

Nel campo così definito si potranno quindi sostituire alle figure ellissoidiche le corrispondenti 

figure sferiche, aventi uguali elementi angolari e lineari, commettendo nella determinazione delle 

coordinate planimetriche dei punti degli errori sempre trascurabili, in quanto certamente inferiori 

a quelli derivanti dalle misure. 

Per la determinazione delle quote dei punti, i limiti di validità dell’ipotesi sferica per la superficie 

di riferimento risultano sensibilmente più ristretti, infatti nell’origine si ha: 
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sviluppando: 
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s (km) 1 10 20 50 100 

z∆  (cm) 0,03 2,66 10,63 66,43 256,72 

 

come risulta dai valori misurati per punti distanti 1 Km l’errore di posizione della quota è di circa 

0,03 cm, per punti distanti 100 Km, si ha un errore assoluto di 256 cm, (questi valori si riferiscono 

all’equatore dove l’errore è massimo. 

Al polo l’errore z∆  si annulla poiché tutte le sezioni normali sono sezioni meridiane (meridiani) 

aventi in quel punto uguale curvatura. 
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Tenuto conto della precisione conseguibile nei procedimenti operativi si osserva che l’ipotesi 

sferica è valida sino a 4 ÷ 5 km per rilievo altimetrico di precisione, mentre per la livellazione 

trigonometrica, la sfera locale può essere assunta come superficie di riferimento per la 

determinazione delle differenze di quota quando le distanze non eccedono i 10 Km nell’intorno del 

punto di origine. 

Per la determinazione delle operazioni di calcolo sul triangolo sferico è possibile utilizzare il 

teorema di Legendre. 

 

4.10.2 Teorema di Legendre 

Si definisce eccesso superficiale, di un poligono tracciato su una generica superficie curva, la 

differenza fra la somma degli angoli interni di tale poligono e quella del corrispondente poligono 

piano. Nel caso di una sfera si parlerà di eccesso sferico. 

In un triangolo sferico la somma degli angoli interni è sempre 540° >A+B+C >180° e si definisce 

eccesso sferico la quantità:  

°−++= 180CBAε  

che per il Teorema di Cavalieri è dato da: 

2R
S

=ε  

indicando con S l’area del triangolo sferico. 

Teorema di Legendre: Dato un triangolo sferico i cui lati siano piccoli nei confronti del raggio R, 

in modo da poter assumere Rl  come infinitesimo del 1° ordine, la risoluzione di tale triangolo 

può, a meno di infinitesimi del 4° ordine rispetto a Rl , ridursi a quella di un triangolo piano 

avente lati pari a quelli del triangolo sferico e angoli ciascuno diminuito ad un terzo dell’eccesso 

sferico. 

Dal teorema del coseno è possibile scrivere 
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sviluppando in serie ed arrestando ai termini del 4° ordine si ottiene la seguente espressione: 
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Se si considera un triangolo piano di lati a,b,c, pari a quelli del triangolo sferico, e angoli α,β,γ per 

il Teorema di Carnot è possibile scrivere: 
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=α  (4.55) 

da cui 
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Sostituendo le (4.55) e (4.56) nella (4.54) si ha: 
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Posto αα ∆+=A  e sviluppando in serie di Taylor si ha: 

ααα senA  coscos ∆−=−  (4.58) 

da cui 
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Inoltre essendo 
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analogamente 
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sommando le (4.59) e (4.60) membro a membro e ricordando che °=++ 180γβα  e 

ε=°−++ 180CBA  si ha: 

 '
2R

S
=ε  
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Il confronto della suddetta espressione con 
R
S

=ε  significa che trascurando i termini del 4° ordine 

del rapporto
R
l , l’area del triangolo sferico e quella del triangolo piano sono uguali, pertanto la 

relazione che esprime il teorema di Legendre è: 

3
εγβα =−=−=− CBA  

La determinazione dell’eccesso sferico presuppone la conoscenza degli angoli del triangolo piano 

e per la conoscenza degli angoli del triangolo piano è altresì necessaria la conoscenza dell’eccesso 

sferico. È facile tuttavia verificare che sostituendo gli angoli sferici nella formula della 

determinazione dell’eccesso l’approssimazione è lecita. 

Si ha, infatti: 
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==  sviluppando in serie di Taylor 
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il secondo termine è infinitesimo del 4° ordine perciò trascurabile ed è quindi possibile scrivere 

22R
bcsenA

=ε  (4.62) 

 

 

4.10.3 Campo piano o topografico 

La differenza di lunghezza di una geodetica e la 

corrispondente sezione normale in “O” è sempre 

trascurabile anche per distanze dell’ordine di 1000 

Km; riportando, pertanto, sul piano un segmento di 

retta, uguale alla lunghezza dell’arco “s” di 

geodetica sull’ellissoide. L’approssimazione 

introdotta comporterà degli errori trascurabili. Ciò 

serve per individuare quell’intorno del punto “O” 

sull’ellissoide che può essere “trattato” come una porzione di piano caratterizzato dal fatto che la 

variazione della forma della geodetica non deve essere “avvertita” dagli strumenti di misura. Tutto 
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ciò allo scopo, una volta calcolata una distanza OP sul terreno, di individuare le coordinate del 

punto P da O, servendoci della semplice geometria del piano. 

In un piano tangente in P all’ellissoide in un intorno da definire si possono adottare come coordinate 

di un punto le note relazioni:  
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      in cui sOPOP ==1  e Pz  rappresenta la quota nell’origine 

la differenza fra tali coordinate e quelle ellissoidiche (massima per )0=ϕ  sono date dalle relazioni: 















°==−=∆

°==−=∆

°==−=∆

0per  massima              
2

09per  massima       
6

0per  massima       
6

cos

2

3

3

α

αα

α
ρ

α

α

α

α

R
szzz

NR
sensyyy

R
sxxx

P

P

P

⇒

( )

( )













≅
−

−=∆

=∆

−
=∆

a
s

ea
sz

a
sy

ea
sx

99,112

                     
6

                      
16

2

2

2

2

3

222

3

 

Lo scostamento relativo di x e y rispetto ad s è dato da: 
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L’esame di questi termini porta a concludere che fino ad una distanza massima dall’origine 

dell’ordine dei 15 Km, la differenza relativa di coordinate del punto P sul piano tangente e 

sull’ellissoide è inferiore al valore di 10-6 precedentemente indicato come massima precisione 

relativa conseguibile nelle operazioni di misura. 

Discende quindi che la differenza tra le due coordinate può essere trascurata a tutti gli effetti e che 

per una zona di 15 Km di raggio nell’intorno dell’origine si potrà assumere, agli effetti del solo 

rilievo planimetrico, il piano tangente all’ellissoide nel punto stesso come superficie di riferimento, 

utilizzando le note formule della trigonometria piana. 

La porzione di ellissoide entro la quale tale approssimazione è lecita si indica col nome di campo 

piano o campo topografico.  

Una tale approssimazione non è altresì lecita per la determinazione della quota dei punti per la 

quale occorre tenere conto della curvatura della superficie di riferimento; infatti lo scostamento z∆

in direzione dell’asse z fra ellissoide e piano tangente e di seguito riportata nella tabella: 
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s (km) 0,1 0,5 1 10 15 

z∆  (m) 0,0008 0,020 0,079 7,892 17,757 

 

Per distanze di 100 m si hanno degli errori nelle misure di quota che arrivano a 0,0008 m, fino ad 

arrivare ad una distanza di 10÷15 Km con errori rispettivamente di 8÷18 m. 

Non è lecito, quindi, trascurare la curvatura della superficie di riferimento anche in un intorno del 

punto di 100 m di raggio (errore di circa 0,8 mm) dato che con gli strumenti si può ottenere una 

precisione di misure di quota dell’ordine del decimo di millimetro (0,1 mm)  

La differenza fra le coordinate di un punto nel piano tangente e quelle nella sfera locale (massima 

per )0=ϕ  sono date dalle relazioni: 
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Lo scostamento avrà gli stessi valori di quello relativo all’ellissoide sia planimetricamente che 

altimetricamente. 
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